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5. Ïîäãîòîâêà ê êîíòðîëüíîé ðàáîòå ïî ìàòðèöàì.

Ïðèìåðíûé âàðèàíò.

1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 4 1
2 3 0 6
2 −2 1 4
3 1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
2. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå. Ñäåëàòü ïðîâåðêó.

X ·
(
5 −4
3 −2

)
=

−2 2
3 4
7 6

 .

3. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé òðåìÿ ìåòîäàìè:
1) ìåòîäîì Êðàìåðà;
2) ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû (ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü ðàâåíñòâà
A · A−1 = E);
3) ìåòîäîì Ãàóññà.  3x1 − x2 + x3 = −11,

5x1 + x2 + 2x3 = 8,
x1 + 2x2 + 4x3 = 16.

4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì
Ãàóññà (óêàçàòü ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû). Ñäåëàòü ïðîâåðêó.

4x1 +6x2 +5x3 +2x4 +3x5 = 0,
2x1 +3x2 +4x3 +x4 +2x5 = 0,
6x1 +9x2 +x3 +3x4 +2x5 = 0,
2x1 +3x2 −2x3 +x4 = 0.

5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì
Ãàóññà (óêàçàòü ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû). Âûäåëèòü îáùåå ðåøåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû è ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû. Ñäåëàòü ïðîâåðêó. −x1 +x2 +2x3 −4x4 = 3,

−x1 +3x2 −2x3 −2x4 = 11,
2x1 −x2 −6x3 +9x4 = −2.
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Ðåøåíèå ïðèìåðíîãî âàðèàíòà.

1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 4 1
2 3 0 6
2 −2 1 4
3 1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
IÏðèìåíÿåì ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé: åñëè ê ýëåìåíòàì êàêîé-ëèáî
ñòðîêè (èëè ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ ïðèáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëå-
ìåíòû äðóãîé ñòðîêè (èëè ñòîëáöà), óìíîæåííûå íà îäíî è òî æå
÷èñëî, òî îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèò ñâîåé âåëè÷èíû.

Ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå ÷åòâåðòóþ óìíîæåííóþ íà 2. Çàòåì ê
÷åòâåðòîé ñòðîêå äîáàâèì òðåòüþ óìíîæåííóþ íà 2.

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −2 4 1
2 3 0 6
2 −2 1 4
3 1 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
5 0 0 −1
2 3 0 6
2 −2 1 4
7 −3 0 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ðàñêëàäûâàåì îïðåäåëèòåëü ïî òðåòüåìó ñòîëáöó, è â ïîëó÷åííîì
îïðåäåëèòåëå òðåòüåãî ïîðÿäêà, ê òðåòüåé ñòðîêå äîáàâèì âòîðóþ.

|A| = a13A13 + a23A23 + a33A33 + a43A43 = 0− 0 + 1 ·

∣∣∣∣∣∣
5 0 −1
2 3 6
7 −3 7

∣∣∣∣∣∣− 0 =

=

∣∣∣∣∣∣
5 0 −1
2 3 6
9 0 13

∣∣∣∣∣∣ = −0 + 3 ·
∣∣∣∣5 −1
9 13

∣∣∣∣− 0 = 3 · (65 + 9) = 222. J

2. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå. Ñäåëàòü ïðîâåðêó.

X ·
(
5 −4
3 −2

)
=

−2 2
3 4
7 6

 .

IÎáîçíà÷èì

A =

(
5 −4
3 −2

)
, B =

−2 2
3 4
7 6

 .

Çàïèøåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèÿ â âèäåXA = B. ÇäåñüX � èñêîìàÿ
ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ [3× 2].



 РТ
У М

ИР
ЭА

 

 

КА
ФЕ
ДР
А ВМ

-2

ÐÒÓ � ÌÈÐÝÀ. Êàôåäðà âûñøàÿ ìàòåìàòèêà 2 3

Óìíîæàåì îáå ÷àñòè ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñïðàâà íà ìàòðèöó
A−1, îáðàòíóþ ìàòðèöå A :

X · A · A−1 = B · A−1 ⇒ X · E = B · A−1 ⇒ X = B · A−1.

Íàõîäèì îáðàòíóþ ìàòðèöó ïî ôîðìóëå A−1 =
1

|A|

(
A11 A21

A12 A22

)
.

|A| = 5 · (−2)− (−4) · 3 = 2;
A11 = M11 = −2;
A21 = −M21 = 4; A12 = −M12 = −3; A22 = M22 = 5.

A−1 =
1

2

(
−2 4
−3 5

)
.

X = BA−1 =

−2 2
3 4
7 6

 · 1
2
·
(
−2 4
−3 5

)
=

=
1

2
·

−2 · (−2) + 2 · (−3) −2 · 4 + 2 · 5
3 · (−2) + 4 · (−3) 3 · 4 + 4 · 5
7 · (−2) + 6 · (−3) 7 · 4 + 6 · 5

 =
1

2
·

 −2 2
−18 32
−32 58

 =

=

 −1 1
−9 16
−16 29

 .

Ïðîâåðêà:X ·A =

 −1 1
−9 16
−16 29

·
(
5 −4
3 −2

)
=

 −5 + 3 4− 2
−45 + 48 36− 32
−80 + 87 64− 58

 =

=

−2 2
3 4
7 6

 = B. J

Îòâåò: X =

 −1 1
−9 16
−16 29

 .
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3. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé òðåìÿ ìåòîäàìè:
1) ìåòîäîì Êðàìåðà;
2) ìåòîäîì îáðàòíîé ìàòðèöû (ïðîâåðèòü âûïîëíèìîñòü ðàâåíñòâà
A · A−1 = E);
3) ìåòîäîì Ãàóññà.  3x1 − x2 + x3 = −11,

5x1 + x2 + 2x3 = 8,
x1 + 2x2 + 4x3 = 16.

1) Ìåòîä Êðàìåðà.

IÍàéä¼ì îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìûA =

3 −1 1
5 1 2
1 2 4

.

|A| =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 1
5 1 2
1 2 4

∣∣∣∣∣∣ = (3 · 4 + (−1) · 2 + 5 · 2)− (1 + 5 · (−1) · 4 + 2 · 2 · 3) =

= 12− 2 + 10− 1 + 20− 12 = 27.

Ïðè âû÷èñëåíèè |A| èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà. Òàê êàê
|A| ̸= 0, ïîëó÷àåì, r(A) = r(A|B) = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåî-
ðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà è îïðåäåë¼ííà, ò.å. èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëè íåèçâåñòíûõ:

∆x1 =

∣∣∣∣∣∣
−11 −1 1
8 1 2
16 2 4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
−3 0 3
8 1 2
−6 0 6

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣−3 3
−6 6

∣∣∣∣ = −18 + 18 = 0.

Ê ïåðâîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ äîáàâèëè âòîðóþ è èç òðåòüåé ñòðî-
êè âû÷ëè âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà 2.

∆x2 =

∣∣∣∣∣∣
3 −11 1
5 8 2
1 16 4

∣∣∣∣∣∣ = 3 ·
∣∣∣∣ 8 2
16 4

∣∣∣∣+ 11 ·
∣∣∣∣5 2
1 4

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣5 8
1 16

∣∣∣∣ =
= 0 + 198 + 72 = 270.

Ðàçëîæèëè îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðîêå.
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∆x3 =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 −11
5 1 8
1 2 16

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
3 −1 −11
8 0 −3
7 0 −6

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣8 −3
7 −6

∣∣∣∣ = −48 + 21 = −27.

Êî âòîðîé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ äîáàâèëè ïåðâóþ è ê òðåòüåé ñòðî-
êå äîáàâèëè ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà 2.

Ïîëó÷èëè:

|A| = 27; ∆x1 = 0; ∆x2 = 270; ∆x3 = −27.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êðàìåðà, íàéäåì ðåøåíèå çàäàííîé ñèñòåìû:

x1 =
∆x1

|A|
=

0

27
= 0; x2 =

∆x2

|A|
=

270

27
= 10; x3 =

∆x3

|A|
=

−27

27
= −1.

Ïðîâåðêà. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â çàäàííóþ ñèñòåìó. 3 · 0− 10− 1 = −11,
5 · 0 + 10 + 2 · (−1) = 8,
0 + 2 · 10− 4 = 16.

⇒

 −11 = −11,
8 = 8,
16 = 16.

Ïîëó÷èëè òîæäåñòâî. J
Îòâåò: x1 = 0; x2 = 10; x3 = −1.
2) Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû.
IÂ ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòà ñèñòåìà çàïèøåòñÿ â âèäå AX = B. Çäåñü

A =

3 −1 1
5 1 2
1 2 4

 , B =

−11
8
16

 , X =

x1

x2

x3

 .

Ðåøåíèå èùåì â âèäå

X = A−1B.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

A−1 =
1

|A|

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33.


Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íàéäåí ïðè ðåøåíèè äàííîé ñèñòåìû ìå-

òîäîì Êðàìåðà |A| = 27.
Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî îïðåäåëèòå-

ëÿ ïî ôîðìóëàì Aij = (−1)i+j ·Mij:

A11 =

∣∣∣∣ 1 2
2 4

∣∣∣∣ = 0, A21 = −
∣∣∣∣ −1 1

2 4

∣∣∣∣ = 6, A31 =

∣∣∣∣ −1 1
1 2

∣∣∣∣ = −3,
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A12 = −
∣∣∣∣ 5 2
1 4

∣∣∣∣ = −18, A22 =

∣∣∣∣ 3 1
1 4

∣∣∣∣ = 11, A32 = −
∣∣∣∣ 3 1
5 2

∣∣∣∣ = −1,

A13 =

∣∣∣∣ 5 1
1 2

∣∣∣∣ = 9, A23 = −
∣∣∣∣ 3 −1
1 2

∣∣∣∣ = −7, A33 =

∣∣∣∣ 3 −1
5 1

∣∣∣∣ = 8.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A−1 =
1

27

 0 6 −3
−18 11 −1
9 −7 8

 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå A · A−1 = A−1 · A = E âûïîëíÿåòñÿ.

A · A−1 =
1

27

 0 6 −3
−18 11 −1
9 −7 8

 ·

3 −1 1
5 1 2
1 2 4

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ðåøåíèå ñèñòåìû çàïèñûâàåì â âèäå

X = A−1B =
1

27

 0 6 −3
−18 11 −1
9 −7 8

 ·

−11
8
16

 =

 0
10
−1

 . J

Îòâåò: x1 = 0, x2 = 10, x3 = 1.
3) Ìåòîä Ãàóññà.
IÑîñòàâèì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó è âûïîëíèì íàä íåé ýëåìåíòàð-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿùèå ñèñòåìó ê ðàâíîñèëüíîé.
(1). Ê 3-åé ñòðîêå ïðèáàâèì 1-óþ, óìíîæåííóþ íà 2, à çàòåì êî 2-îé
ñòðîêå ïðèáàâèì ïåðâóþ.
(2) Èç 2-îé ñòðîêè âû÷òåì 3-üþ. 3 −1 1 −11

5 1 2 8
1 2 4 16

 (1)
∼

 3 −1 1 −11
8 0 3 −3
7 0 6 −6

 (2)
∼

 3 −1 1 −11
1 0 −3 3
7 0 6 −6

 .

(3). Èç 3-åé ñòðîêè âû÷òåì 2-óþ, óìíîæåííóþ íà 7.
(4). Èç 1-îé âû÷òåì 2-óþ óìíîæåííóþ íà 3 è 3-üþ ñòðîêó ðàçäåëèì
íà 27.
(5). Ê 1-îé ñòðîêå äîáàâèì 2-óþ, óìíîæåííóþ íà −10 è êî âòîðîé
ñòðîêå ïðèáàâèì òðåòüþ, óìíîæåííóþ íà 3.
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(6). Ïåðâóþ ñòðîêó óìíîæèì íà −1 è ïîìåíÿåì å¼ ñî âòîðîé.

(3)
∼

 3 −1 1 −11
1 0 −3 3
0 0 27 −27

 (4)
∼

 0 −1 10 −20
1 0 −3 3
0 0 1 −1

 ∼

(5)
∼

 0 −1 0 −10
1 0 0 0
0 0 1 −1

 (6)
∼

 1 0 0 0
0 1 0 10
0 0 1 −1

 .

Ìû âûïîëíèëè ïðÿìîé è îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà. Çàïèøåì
ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé, â ñòàíäàðòíîì
âèäå:  x1 = 0,

x2 = 10,
x3 = −1.

J

Îòâåò: x1 = 0, x2 = 10, x3 = −1.
4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì

Ãàóññà (óêàçàòü ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû). Ñäåëàòü ïðîâåðêó.
4x1 +6x2 +5x3 +2x4 +3x5 = 0,
2x1 +3x2 +4x3 +x4 +2x5 = 0,
6x1 +9x2 +x3 +3x4 +2x5 = 0,
2x1 +3x2 −2x3 +x4 = 0.

(5.1)

IÂûïèøåì ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïðèâåä¼ì å¼ ê ðàâíîñèëüíîé. Âñå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïðàâóþ ÷àñòü íå èçìåíÿþò.

A =


4 6 5 2 3
2 3 4 1 2
6 9 1 3 2
2 3 −2 1 0

 .

(1) Èç 3-åé ñòðîêè âû÷òåì 1-óþ, à çàòåì èç 1-îé âû÷òåì 2-óþ.
(2) Âû÷òåì ïåðâóþ ñòðîêó èç 2-îé, 3-åé è 4-îé.
(3) 2-óþ ñòðîêó ïðèáàâèì ê 3-åé è 4-îé.
(4) Óáèðàåì íóëåâóþ ñòðîêó è ê 2-åé ñòðîêå ïðèáàâëÿåì 3-üþ.
(5) Èç 1-îé ñòðîêè âû÷òåì 2-óþ è ê 3-åé ïðèáàâèì âòîðóþ, óìíîæåí-
íóþ íà 2.
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(6) Ê 1-îé ñòðîêå ïðèáàâèì 3-üþ è 3-üþ óìíîæèì íà −1.

A
(1)
∼


2 3 1 1 1
2 3 4 1 2
2 3 −4 1 −1
2 3 −2 1 0

 (2)
∼


2 3 1 1 1
0 0 3 0 1
0 0 −5 0 −2
0 0 −3 0 −1

 ∼

(3)
∼


2 3 1 1 1
0 0 3 0 1
0 0 −2 0 −1
0 0 0 0 0

 (4)
∼

2 3 1 1 1
0 0 1 0 0
0 0 −2 0 −1

 ∼

(5)
∼

2 3 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1

 (6)
∼

2 3 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

 .

Îòìåòèì, ÷òî rA) = r(A|B) = 3, êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ ðàâ-
íî 5. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ñîâìåñòíà, íå íåîïðåäåë¼ííà, ò.å. èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé. Çàïèøåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ
ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé, â ñòàíäàðòíîì âèäå: 2x1 + 3x2 + x4 = 0,

x3 = 0,
x5 = 0.

Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ íåèçâåñòíûõ âûáèðàåì ïåðåìåííûå x1, x3 è
x5, òîãäà ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè áóäóò x2 è x4. Âûðàçèì áàçèñíûå
íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå x1 = −1,5x2 − 0,5x4,

x3 = 0,
x5 = 0.

Ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå x2 è x4 ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå
çíà÷åíèÿ, îáîçíà÷èì èõ c1 è c2, ñîîòâåòñòâåííî. Îáùåå ðåøåíèå èñ-
ñëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè

x1

x2

x3

x4

x5

 = c1


−1,5

1
0
0
0

+ c2


−0,5

0
0
1
0

 , c1, c2 ∈ R.
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Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ) èññëåäóåìîé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû (5.1) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ìàòðèöû-
ñòîëáöû {X0

1 , X
0
2}:

X0
1 =


−1,5
1
0
0
0

 , X0
2 =


−0,5
0
0
1
0

 .

Ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöû-ñòîëáöû X0
1 è X0

2 îáðàçóþò ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ìàòðèö-ñòîëáöîâ
c1X

0
1 + c2X

0
2 ðàâíà íóëåâîé ìàòðèöå òîëüêî ïðè c1 = c2 = 0.

c1X
0
1 + c2X

0
2 =


−1,5c1 − 0,5c2

c1
0
c2
0

 .

Ïîäñòàâëÿåì ýòè ìàòðèöû-ñòîëáöû â ÎÑËÀÓ AX = 0.

A ·X0
1 =


4 6 5 2 3
2 3 4 1 2
6 9 1 3 2
2 3 −2 1 0

 ·


−1,5
1
0
0
0

 =


−6 + 6
−3 + 3
−9 + 9
−3 + 3

 =


0
0
0
0

 .

A ·X0
2 =


4 6 5 2 3
2 3 4 1 2
6 9 1 3 2
2 3 −2 1 0

 ·


−0,5
0
0
1
0

 =


−2 + 2
−1 + 1
−3 + 3
−1 + 1

 =


0
0
0
0

 .

Îáùåå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè ìàòðèö-ñòðîê, îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-
ìó ðåøåíèé ÎÑËÀÓ.

X = c1 ·X0
1 + c2 ·X0

2 ,

ãäå c1, è c2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. J
Îòâåò:
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X =


x1

x2

x3

x4

x5

 = c1


−1,5
1
0
0
0

+ c2


−0,5
0
0
1
0

 , c1, c2 ∈ R.

5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì
Ãàóññà (óêàçàòü ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû). Âûäåëèòü îáùåå ðåøåíèå ñî-
îòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû è ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû. Ñäåëàòü ïðîâåðêó. −x1 +x2 +2x3 −4x4 = 3,

−x1 +3x2 −2x3 −2x4 = 11,
2x1 −x2 −6x3 +9x4 = −2.

(5.2)

IÂûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó A|B è âûïîëíèì íàä íåé ýëå-
ìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿùèå ñèñòåìó ê ðàâíîñèëüíîé.

A|B =

 −1 1 2 −4 3
−1 3 −2 −2 11
2 −1 −6 9 −2

 .

(1). Èç 2-åé ñòðîêè âû÷òåì 1-óþ, à çàòåì ê 3-åé ñòðîêå ïðèáàâèì 2-óþ,
óìíîæåííóþ íà 2.
(2) Èç 2-îé ñòðîêè âû÷òåì 3-üþ, óìíîæåííóþ íà 2 è åù¼ ïåðâóþ ñòðî-
êó óìíîæèì íà −1.
(3) Ê ïåðâîé ñòðîêå ïðèáàâëÿåì 3-þ ñòðîêó è óáèðàåì íóëåâóþ ñòðîêó.

(A|B) =
(1)
∼

 −1 1 2 −4 3
0 2 −4 2 8
0 1 −2 1 4

 (2)
∼

 1 −1 −2 4 −3
0 0 0 0 0
0 1 −2 1 4

 ∼

(3)
∼

(
1 0 −4 5 1
0 1 −2 1 4

)
.

r(A) = r(A|B) = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäàííàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíà,
íî íåîïðåäåë¼ííà.

Çàïèøåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé, â
ñòàíäàðòíîì âèäå: {

x1 −4x3 +5x4 = 1,
x2 −2x3 +x4 = 4.
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Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ íåèçâåñòíûõ âûáèðàåì ïåðåìåííûå x1 è x2,
òîãäà ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè áóäóò x3 è x4. Âûðàçèì áàçèñíûå
íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå{

x1 = 4x3 − 5x4 + 1,
x2 = 2x3 − x4 + 4.

Ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå x3 è x4 ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå
çíà÷åíèÿ, îáîçíà÷èì èõ c1 è c2, ñîîòâåòñòâåííî. Îáùåå ðåøåíèå èñ-
ñëåäóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè

x1

x2

x3

x4

 = c1


4
2
1
0

+ c2


−5
−1
0
1

+


1
4
0
0

 , c1, c2 ∈ R.

Ïðè ýòîì ñóììà ïåðâûõ äâóõ ìàòðèö-ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ îáùèì
ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ îñíîâíîé ìàòðèöåé A � XOO, à ïî-
ñëåäíåå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäàííîé íåîäíîðîä-
íîé ñèñòåìû (5.2) � X

÷
.

XOO = c1


4
2
1
0

+ c2


−5
−1
0
1

 , c1, c2 ∈ R, X
÷
=


1
4
0
0

 .

Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑÐ) èññëåäóåìîé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ìàòðèöû-ñòîëáöû
{X0

1 , X
0
2}:

X0
1 =


4
2
1
0

 , X0
2 =


−5
−1
0
1

 .

Ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöû-ñòîëáöû X0
1 è X0

2 îáðàçóþò ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Ýòè ìàòðèöû-ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûå òàê êàê èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëåâîé ìàòðèöå,
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c1 = c2 = 0.

c1X
0
1 + c2X

0
2 =


4c1 − 5c2
2c1 − c2

c1
c2

 .

Ïîäñòàâëÿåì ýòè ìàòðèöû-ñòîëáöû â ÎÑËÀÓ AX = 0.

A ·X0
1 =

−1 1 2 −4
−1 3 −2 −2
2 −1 −6 9

 ·


4
2
1
0

 =

 −4 + 2 + 2
−4 + 6− 2
8− 2− 6

 =

 0
0
0

 .

A·X0
2 =

−1 1 2 −4
−1 3 −2 −2
2 −1 −6 9

·


−5
−1
0
1

 =

 5− 1− 4
5− 3− 2

−10 + 1 + 9

 =

 0
0
0

 .

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ÍÑËÀÓ (5.2).

AX
÷
=

−1 1 2 −4
−1 3 −2 −2
2 −1 −6 9

 ·


1
4
0
0

 =

 −1 + 4
−1 + 12

2− 4

 =

 3
11
−2

 .

Ïîëó÷èëè ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû.
Îáùåå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ëèíåé-

íîé êîìáèíàöèè ìàòðèö-ñòðîê, îáðàçóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-
ìó ðåøåíèé ÎÑËÀÓ è ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ÍÑËÀÓ.

X = c1 ·X0
1 + c2 ·X0

2 +X
÷
,

ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. J
Îòâåò:

X =


x1

x2

x3

x4

 = c1


4
2
1
0

+ c2


−5
−1
0
1

+


1
4
0
0

 , c1, c2 ∈ R .




